Programare dinamica

1 Problema de control optimal

Pentru un sistem discret descris in spatiul starilor de:

Xk41 = f(xg,ug), k=1,N —1, cu conditia initiala x; = C

se cere sa se determine o secventa de comenzi admisibile uj, uj, ..., w3 _; pentru care sistemul sa
urmeze o traiectorie optimala x7, x7, ..., 7y si sa minimizeze functia de cost
N-1
J = h(xn) + Z L(xp,u)
k=1

Relatia de recurenta a programarii dinamice este:

Ji v (oek) = min (L(x, up)) + T x (eut) (1)

2 Exemplu

Se considera un sistem de ordinul 1 discret, cu ecuatia de stare:
Tyl =Tk +ug, k=1,...,.N—1 (2)

Se cauta secventa de comenzi optime u¥, us, ..., u’% ; care minimizeaza functia de performanta:
1s %2y N1
2 1 2
J=ay+5 > uj, (3)

Pentru demonstrarea algoritmului se considera N = 3. Valorile admisibile pentru uy si z; sunt:

o u,c (-1, —-1/2,0, 1/2, 1)
o 2, € (0, 1/2, 1, 3/2).

Solutie

Pentru IV = 3 functia de performanta este:

k=3, J§73(x3) = 22

L3 J§,3($3) = 95:%
0 0

1/2 1/4
1 1

3/2 9/4

k=2, J5g(ws) = ming (Ji(es) + bud)



o up | wg=x2+us | J55(x3) | Jo3 = J33(x3) + %u% valori minime
0 [ -1 -1 - -
-1/2 -1/2 - - uy =0
0 0 0 04+1/2-02=0 J53(0) =0
1/2 1/2 1/4 1/4+1/2-1/4=13/8
1 1 1 1+1/2-12=3/2
/2] -1 -1/2 - -
-1/2 0 0 04+1/2-1/4=1/8 uh = —1/2
0 1/2 1/4 1/441/2-0*=1/4 | J55(1/2) =1/8
1/2 1 1 1+1/2-1/4=9/8
1 3/2 9/4 9/4+1/2-12=11/4
1| -1 0 0 0+1/2-1=1/2
-1/2 1/2 1/4 1/4+1/2-1/4=13/8 uh = —1/2
0 1 1 1+1/2-02=1 J53(1) = 3/8
1/2 3/2 9/4 | 9/4+1/2-1/4=19/8
1 2 - -
3/2| -1 1/2 1/4 1/4+1/2-1=3/4
-1/2 1 1 1+1/2-1/4=9/8 uh = —1
0 3/2 9/4 9/4+1/2-02=9/4 | J53(3/2) =3/4
1/2 2 - -
1 5/2 - -
T2 J53(552) uz k=1 k=
0 0 Z’kzo - 0
/2| 1/8 rp=1/2 | - -1/2
1 3/8 rp=1 - -1/2
3/2 | 3/4 rp=3/2 | - -1
1, Jfy(21) = ming, (J35(z2) + 3ui)
I Uul To = T1 + Ul Jig(.%‘g) J1’3 = J§’3(1‘2) + %U% valori minime
-1 -1 - -
-1/2 -1/2 - - uf =0
0 0 0 0+1/2-02=0 Ji3(0) =0
1/2 1/2 1/8 | 1/8+1/2-1/4=1/4
1 1 3/8 3/84+1/2-12=17/8
/2] -1 -1/2 - -
-1/2 0 0 0+1/2-1/4=1/8 |uj=—-1/2sauuj=0
0 1/2 1/8 1/84+1/2-02=1/8 Jis(1/2) =1/8
1/2 1 3/8 | 3/8+1/2-1/4=1/2
1 3/2 3/4 3/4+1/2-12=5/4
-1 0 0 04+1/2-1=1/2
-1/2 1/2 1/8 | 1/8+1/2-1/4=1/4 i = —1/2
0 1 3/8 3/8+1/2-0%=3/8 Jis(1) =1/4
1/2 3/2 3/4 | 3/4+1/2-1/4=17/8
1 2 - -
3/2| -1 1/2 1/8 1/8+1/2-1=5/8
-1/2 1 3/8 | 3/8+1/2-1/4=1/2 ul = —1/2
0 3/2 3/4 3/4+1/2-0%=3/4 Ji3(3/2) =1/2
1/2 2 - -
1 5/2 - -




T1 Jik3(5(31) UZ k=1|k=2
0 0 =0 0 0
1/2 ] 1/8 zp=1/2 | -1/2 | -1/2
1 1/4 =1 | -1/2 | -1/2

3/2 | 1/2 x,=3/2 | -1/2 | -1

Daca starea initiala este 1 = 1, din ultimul tabel se alege valoarea costului optim de la 1 =1 la
starea finala x3:

1
Ji5(1) = -
fal) =
si valoarea optima a variabilei de comanda la etapa k = 1 uj = —1/2 care transfera sistemul din starea
x1 =1instarea 25 =21 +uj =1-1/2=1/2.
Din tabelul calculat pentru k = 2 se alege valoarea optima a variabilei de comanda uy = —1/2

care transfera sistemul din z5 =1/2 in 2 = 25 + ub =1/2+ (-1/2) = 0.

Astfel, secventa de comenzi optime este:

o 11
27 2
si valorile traiectoriei de stare optime incepand cu starea initiala x; = 1:

1

251, =, 0
2
Costul minim este: .
J* 0 = —
13~ g

3 Probleme

Problema 1. Urmariti exemplul din sectiunea 2. Implementati algoritmul in Matlab si utilizati

exemplul pentru verificare. Pentru implementare puteti folosi Algoritmul 1 in pseudocod sau
scriptul MATLAB din Listing 1.

Problema 2. Rezolvati problema din exemplu prin calcul analitic. Considerati N = 3 si utilizati
algoritmul din 2- Programare dinamica-slides.pdf, pagina 16 (sau din notele de curs /- Dynamic
Programming.pdf, pagina 10). Comparati rezultatele cu cele obtinute in Problema 1. In scriptul
din Listing 1 alegeti un pas mai mic pentru discretizarea valorilor posibile ale starii si comenzii,
de exemplu dzr = 0.1, du = 0.1 si comentati rezultatul.

Problema 3. Se considera un sistem de ordinul 1 cu functia de transfer:
10
H(s) =

s+ 10
1. Simulati sistemul in bucla deschisa pentru o intrare treapta unitara.

2. Determinati modelul in spatiul starilor.

3. Obiectivul este ca iegirea acestui sistem sa urmareasca o treapta de 2 unitati, intr-un interval
de timp t € [0, 0.1]sec, cu consum minim de energie de comanda. Scrieti o functie de
performanta care sa fie minimizatd pentru a determina variabila de comanda care sa fie
aplicata ca intrare sistemului.

4. Discretizati problema (ecuatia de stare si functia de performanta).

5. Rezolvati problema utilizand programare dinamica. Implementati algoritmul pe calculator
si reprezentati grafic comanda optimala gi traiectoria de stare optimala.

6. Modificati si rezolvati problema dacé obiectivul este ca iegirea sistemului sd urmareasca
o referinta r(t) = sin 14t pe intervalul ¢ € [0,1]. Reprezentati grafic comanda obtinuta,
traiectoria de stare si referinta r(t).



Algoritmul programarii dinamice

Algorithm 1 Programare dinamica

Se defineste sistemul discret
Se defineste functia de cost (expresia din suma: L(x,u))
Se stabilesc comenzile admisibile Ui, < U < Upmas
Se stabilesc starile admisibile Zn < £ < Timaz
Se calculeaza Jx (zn) = h(xy) pentru toate valorile posibile ale starii
fork=N-1, N—-2, ..., 1do
for fiecare stare admisibila z; do
for fiecare comanda admisibila u; do
Se calculeaza starea urmatoare Tyrm = f(xi, u;)
if x.-m este admisibila then
Se calculeaza J| 11 (Zwrm) prin interpolare intre valorile anterior calculate ale lui J . 41 bentru
fiecare valoare admisibila a starii.
Se calculeaza costul pana la starea finala Ji(z,u;) = Ji  (Turm) + L(zi, uj).
else
J (x5, u;) < valoare foarte mare
end if
end for
Se calculeaza costul optim pentru pasul k si starea x; ca miny; J (xi,uj). Aceastda valoare se
salveaza intr-un vector Jy, cu lungimea egala cu numarul de stari admisibile.

Se determina valoarea lui u; care minimizeaza pe Ji(x;, u;). Aceasta valoare se salveazd intr-o
matrice (MUoptim), pentru fiecare pas k si fiecare valoarea admisibila a starii. Matricea va
avea o dimensiune egala cu numarul de stari admisibile si cealalta egald cu numarul de comenzi
admisibile).
end for
Se formeaza vectorul de costuri optime pentru fiecare valoare admisibila a starii la pasul k: J}(x)
end for
Pornind de la starea initiala x1 = C gi utilizand valorile optime ale comenzii pentru fiecare stare
st la fiecare pas, reconstruili traiectoria de stare optimald x1, xo, ..., TN §i secventa de comenzi
optime uy, ug, ..., unN_1, astfel:
Setati starea curenta ca starea initiala x.
fork=1:N—-1do
Se calculeaza comanda optima uoptimy corespunzatoare starii curente: se selecteaza din matri-
cea MUoptim wvaloarea comenzii optime la pasul k, prin interpolare intre valorile calculate ale
comenzii la pasul k, in functie de valorile admisibile ale starii
Se calculeaza starea urmatoare xy1 = f(x, uoptimy,) .
Valorile calculate ale comenzii gi starii se salveaza pentru reprezentare grafica.
end for
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Listing 1: exemplul.m

close all
clear all
clc

% Definirea functiei de cost si a dinamicii sistemului

L = Q(uk) 1/2%uk."2; % Functia L din functia de cost (din suma)=costul etapei k
h = @(xk) xk."2; % Functia h din functia de cost = costul final

xurmator = @(xk,uk) xk+uk; % Ecuatia de stare: x_{k+1} in functie de x_k si u_k

% Definirea setului de valori admisibile pentru control si stare

umin = —1; umax = 1; du = 0.5; % valoare maxima, minima si pas pentru u
xmin = —1; xmax = 1; dx = 0.5; % valoare maxima, minima si pas pentru x
u = umin:du:umax; % Valorile posibile pentru comanda u (valori discrete)
X = xmin:dx:xmax; % Valorile posibile pentru starea x (valori discrete)

% Definirea parametrilor de timp

dt = 0.5; % Pasul de timp (perioada de esantionare)
t = 0:dt:1; % Intervalul de timp
N = length(t); % Numarul total de pasi de timp

% Initializarea costului optim cu costul final
Jopt = h(x);

% Algoritmul de programare dinamica — iterativ inapoi in timp
for k = N—1:—-1:1 % Iteram de la ultimul moment in timp spre primul
k
for ix = 1l:length(x) % Pentru toate valorile posibile ale starii
for iu = 1l:length(u) % Pentru toate valorile posibile ale comenzii
xu = xurmator (x(ix), u(iu)); % Starea urmatoare din ecuatia de stare

% Verificam daca starea urmatoare este in domeniul admisibil
if (xu <= x(end) && xu >= x(1))
Jaux (iu) = L(u(iu)) + interpl(x, Jopt, xu); % Costul etapei curente +
costul optim de la etapa urmatoare la final
else
Jaux (iu) = 99999; % Costul etapei curente = o valoare mare
pentru starea din afara domeniului
end
end

% Calculam costul minim dintre cele obtinute pentru o stare si toate valorile posibile
ale comenzii

[Joptaux(ix), ind] = min(Jaux);
% Salvam valoarea comenzii pentru care am obtinut cost minim
MU(ix, k) = u(ind(1));

end

Jopt = Joptaux; % Suprascriem vectorul de valori optime ale lui J obtinut pentru
fiecare valoare a starii

end

% Simularea traiectoriei optime folosind secventa de comenzi optime
xopt (1) = 1; % Conditia initiala pentru variabila de stare
for k = 1:N-1
% Din tabelul cu valori optime a comenzii se selecteaza u_optim pentru
% valoarea curenta a starii si timpul discret curent, prin interpolare
uopt (k) = interpl(x, MU(:,k), xopt(k));
% Se calculeaza starea urmatoare din ecuatia de stare
xopt (k+1) = xurmator (xopt (k) , uopt(k));
end

% Reprezentarea grafica a rezultatelor
plot (t, xopt, 'r—x', t(1:N—1), uopt, 'g—*'), grid
legend ('x_{opt}', 'u_{opt}")

% Afisarea traiectoriei de stare si a controlului optime
xopt
uopt




